Métodos Numéricos - Cap. 6. Integracion

Integracion - Cuadratura

Métodos numéricos para estimar el valor de una integral definida
b
= [ f(x)dx
a

Donde el intervalo de integracion [a ,b] es finito, y f: R—>R,
continua en [a, b).

Segun el teorema Fundamental del Célculo, para una funcién fcon
las caracteristicas indicadas, existe una antiderivada (o primitiva) F
de fen[a,b], es decir, Fes una funcic’mb analitica tal que:

F'(x) = f(x) paratodo xe [a, b] ,e |= Jf(x)dx = F(b) — F(a)

Métodos analiticos

El problema al usar los métodos analiticos de integracién es que, es
posible que Fno se pueda expresar en términos de funciones
elementales, o aunque F se conozca explicitamente, ésta no se pueda
evaluar facilmente. En otros casos se desconoce la funcién fy solo se
tiene una tabla de puntos.

Ejemplos de tales integrales son:

X

1 3 1 1 Ze 5 e
E[\/1—)(dx £1+Xsdx !7dx J1'e adx

Algunos de los métodos de integracion numérica se basan en la
aproximacién de la funcién f mediante polinomios interpolantes.

Formulas cerradas de
Newton-Cotes

Se divide el intervalo [a, b] en n sub-intervalos de igual longitud

[Xor X11,[X 1, X2, - s [ Ko Xy 115 - 5[ Xn- 15X, donde los n+1 puntos x,,X5,..., X,

se obtienen a partir de la formula x,= a+k*h, k=0, 1, ..., n,

siendo h = (b-a)/n el tamafo de paso = x,=a, x, =b, y h = X, ;-X
Si p,(x Zf ) es el polinomio de interpolacién de Lagrange
para la funC|on fen Ios nodos x,, Xi,...,X,, entonces:

3 )L (3) o = ox =3 100)[ L, x) dx

0

ff(x) dx = [ p,(x) dx = f

Regla de los Trapecios

La funcion f se aproxima en cada sub-intervalo [x, ,X,/]

k =0,1,..., n -1, mediante un polinomio de interpolacién lineal de

Lagrange p,(x), usando los nodos x, y X, ; -

El polinomio de interpolacion de
Lagrange es:

x+1 X+1

Entonces j x)dx = jpk
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[pu(x)ax= | [f(xk)x"‘kwf(xm,) X=X, }dx
X Xk Xie = Xk Xt — Xic
=f(x,) j X=X gy f(x,,,) j X=X gy
+1 k+1 Xk

_ (X— i)' (x-x) |
=100 )y ey 5 ))}

k ~ Xkni 2(Xk+1 — Xk
2 2
— f(Xk+l)(Xk+l Xk) _f(Xk)(Xk _Xk+l)
2(Xk+l - Xk) 2(Xk - Xk+])
() )H )
— 2

altura promedio

Férmula de la superficie de un trapecio

. b k+1 n-1
Si hesun _ _ L HlA(x) + F(X,0)]
Sub-intervalo I= !f(x)dx =2 Jf(x)dx - 2

de [a,b]

Para n =cantidad sub-intervalos,
-Sin=1= h=b-a, laférmula se reduce a:

;ff(x)dx _b . 2(a) + f(b)]

Esta férmula se conoce como regla simple de los Trapecios.

- Si n>1 la férmula se conoce como:
regla compuesta de los Trapecios.

jzf(x)dx =~ g{f(a) + f(b) + ZE f(xk)}

k=1

Error local en la regla de Trapecios

El error local (en 1 trapecio) al aproximar f(x) mediante p,(x), es:

E(x) = f(X) = p(x) = (X=X)(X = Xr) f''(€,(x)) Porerrorinterpolacion de Lagrange

2l

X]"E(xdx jf(x)dx- J.pk U‘Wr'(gk(x))}dx

Donde §k(x) es un numero que depende de xy &(X) € (X, Xy, 1)
E <— If (fK(X))(X X )(X = X,q) Sig(x)/ 7 (g (x))maxen x4 — Xy ]

= f(ék(x))[ = (X + an): + kak+1x:| Mj
2 3 2 Xk

_ (G (X)) [ X =
3

2
Xk+1 — Xk
2

= (X + Xp)

2 + Xy Xy (Xk+1 - X )j =

— f”(fk(x)) _ 3 :_is (] . 3 — _
= 12 (Xis1 = X ) 12f (&(x)) . O(h’) |parah = X, — X,

Error global en la
regla de los Trapecios

El error global o total que se comete al aplicar la regla compuesta
de los Trapecios sobre todo el intervalo [a,b], es:

n-1 n-1 hS . h3n1 .
_kZOEk_§ ?f (Ex(x) = 12k0f (Elx
5 B .b-a,, .
=15 nf'' (§(x)) jﬁ -h 2 ——f""(&(x)) paraalgun§ € (a,b)
Si|f"(x) < Lparatoda xe [a,b]
Bl = Co Do) < e 2L
o(h?)
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Regla de Simpson 1/3

Se aproxima la funcion fen cada sub-intervalo [x,, X,
k=0, 2,..., n- 2, mediante un polinomio de interpolacion de
Lagrange de grado menor o igual que dos, usando los nodos

Xio Xr1s Xa2 -

v =) - ,
Ay En este caso, el nimero
/ de sub-intervalos n
debe ser par.
g Kial Ky X

El polinomio de interpolacién de Lagrange de grado menor o
igual que dos, usando los N0dos X, X1 Y Xi,2, €S

p(X) = (%) (<X X)X xm))”(xk” ) (=X )00 = %)

(

X4t )(X vz X1 = Xk )(X;m - Xk+2)
X,)
)

(x = x )(x - x
+f X k k+1
( k+2)( k+2 Xk (Xk+2 Xk+1)
Xks2 f(X) X3 X2 J
f(x)dx = k e = (Xt F Xiyn) — + X1 XX | +
;[ ( ) (Xk_xk+1)(xk_xk+2)(3 ( ! k2)2 e
n f(Xe1)

3 2
T (X X)X XX |+
(Xk+1 _Xk)(Xk _Xk+2)[ 3 ( * k+2) 2 e j

. 5 Xk+2
N f(Xi2) L_(xk +Xk+1)L+Xka+1X
(Xk+2 - X )(Xk - Xk+1) 3 2 %

Regla simple de Simpson 1/3

[0 = (1, - x, 1)+ 000) + )
e 6

Xk ancho

altura promedio
— 2h f(Xk) + 4f(X6k+1) + f(Xk+2)

- g[f(xk) + A(X,) + F(X00)]

Regla compuesta de
Simpson 1/3

o

[ = jf x)dx = jf c/x+jf X)dx +-- +jf

Xo X2 Xn-2

Y

>

=~ —{[f(x;) + 4f(x,) + F(x)] + [F(x,) + 4F(x,) + F(x,)] + -+

+[F(x,_p) + 4F(X,q) + F(x,)]}

w

b h Tz Tz
_[f( X)dx = g f(a Z Xopst) + z Xat)
a k=0 pa

Con n=2"m, m>= 2 entero
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Error de la regla de Simpson 1/3

h5 IV
Errorlocal E =-—

M) |=oh?)

Error global

Er = ZE _koj_fw é:k\J (Xes Xer2)

__h: gy M (n=-2 (iv)

— 05 S 90( . 1]f (&)

T SR U PP oy - 4
=-h (180}( (&)=h 180 f"(&), | £e(ab), | Oh*)

Regla de Simpson 3/8

Se puede interpolar la funcién fen cada sub-intervalo

(X, Xi,al, K =0, 3,..., n - 3(lo que requiere que n sea un
entero positivo multiplo de 3) mediante un polinomio de
interpolacién de Lagrange de grado menor o igual que tres,

=000 usando los nodos X, Xy, 1, Xk, Xk.3
palic

y

EN 3 Kz ) %

Regla simple de Simpson 3/8

8

altura promedio

X]:af(x)dx = (Xk 3~ Xk>|:f(xk) * 3f(Xk*1)+ 3f(Xk+2)+ f(Xk+3)}

ancho

%h [f(Xk) + 3f(Xk+1) + 3f(Xk+2) + f(Xk+3)]

Si n=3= h=(b-a)/3, laférmula se reduce a:

/= jzf(x)dx _3lb- a){f(a) + 3:‘(2‘3’;r bj + 3f(a Eij + f(b)}

_(b-2a) {f(a) + 3f[2"” * bj + Sf[a +32bj + f(b)}

Regla compuesta de
Simpson 3/8

/—ff x)dx = jf dx+jf X)X +-- +ff

~ E{[f(xo)+3f(x1)+3f(x2)+ f(x;)] + [F(x,) + 3f(x,) + 3f(x;) + f(xs)]+---
e+ [f(x, ) + BF(x,_,) + 3f(x, X))

n-3 n-3
3 T

[ 000 = Z2(@) +1(0) + 3 F(xag1) +3D f(ge,2) + 2D f(Xa0)
= k=0 k=1

Con n=3"m, m> 3 entero
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Métodos Numéricos - Cap. 6. Integracion

Error regla Simpson 3/8

Error local

3K° (iv)
Er-STE) | L e (Modo) K=03.0n-3

o)
Error total

n-3 3h5 )
E; = ZEk = Z (_SOf (&« J &k € (X Xeia)

k=0,3,---,n-3 k=0:3

5 n-3 5/ n_ ,
3n FINE,) = — ?’h(” N 1jfuv>(§)
80 k=0:3

=—h5(an(’")(§)=—h4Hf“v)(§) Ec(ab), O(h')

80

20y _ X _ sen(x) * cos(x)
[sen?(x) = R

2

3
I=J.sen2(x)dx—E lse [2nj—£—£—0 307092424...
! 6 4 \3) 6

Caso simple: i) n = 1 para trapecios, ii) n = 2 para Simpson 1/3,
iii) n = 3 para Simpson 3/8
i) Trapecios

eorttade P2 | o)
I—.([sen (X)dx = > [f(a)+f(b)]—6{sen (0)+sen (3]}—0.3926991

Error  E, =—%f"(§) conte (o,gj
f'(x)=2sen(x)cos(x)=sen(2x), f"(x)=2cos(2x), \f"(x)\=\%cos(x)\<2

T
h® [EJ
E . |l=—If"(€)<~—% 2=0.19
E| P @€)< 2

Error real = |.3926991-.3070924| = .0856...= 0.1

ii) Simpson 1/3

5

j sen2(x)dx = 2 {(a)+4f[a+bJ+f(b)}

0 2

" | sen (O)+4sen2[fj+sen2[ﬁj =0.3054326

18 6 3
Error

h® T -a_ =«
Er =——f™) (&) paraalgin [0,—} h=—2=-2

=79 (§)paraalginfe 3 5

fi"(x)‘ =|-8cos(2x)| <8 =[Ef|=-

Error real =[.3070924 - .3054326| = 0.0016... = 0.002

iii) Simpson 3/8

sen?(x)dx ~ (2;a){f(a)+3f(2a+bj+3f(a+2bj+f(b)}

o'—.u\:a

= | sen?(0)+3sen?
24

Ej + Ssen2(2n] + senz(g } =0.3063656
Error

9 9

3n% n
Er =———f™)(&)paraalgin (O,fj, h="——=
T="%0 @p gunge :

. 5,
f'V(x)\=\—8cos(2x)\<8:>\ET\=—%H'V)(§)\S 6) g-16*10°

Error real =[.3070924 - .3063656| = 0.0007... = 0.001
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Caso compuesto: n =6 pob-a_m

6 trapecios n 18
x—Ox—1 x—ExExEx—@ x—E
07" TTyg TPrgt et 97 TPyt P 3

i) Trapecios ]
I=Isen2<x>dXzgg[f(kaxm)] ?5 /
=“{f(0)+f(“]+2{f(“j+f[“j+f[“j+f(m]+f(&‘m

36 3 18 \9) 6) 9 ) 18

=0.3092953
Error global 3 3
T T
h? (18} 18} n 5
E,=——nf"(§)=- 6f" E.|l<- 6)(2)= 5.3*10
r =g @) == Q= Ee < 6)2) [18]

Error real =[.3070924 - .3092953| = 2.1... x 108

Caso compuesto: n = 6, 3 Simpson 1/3

i) Simpson 1/3

3
I= [sen? —kZ[f Xi) + 41 0Xi1) + F(Xir2)]

0 0,2,4
=§{f<xo>+f(x6>+4[f(x1>+f(x3)+f<x5>]+2[f(x2)+f<x4)]}
=0.3070743

Error global
h® h® h® .,
Er = —@nf(w)(ﬁF —%Gf(w)(éF —%f('v)(é)

Gl
[E| < 180 8~4.3*10"°

Error real =|.3070924 - .3070743| = 1.8...x10 -3

Caso compuesto: n = 6, 2 Simpson 3/8

i) Simpsonn 3/8
|=T39n2(x)dx::?;k_zols[f(xk)+3f(xk+1)+3f(xk+2)+f(xk+3)]
{f Xo )+ 3[F(x,)+F(x, )]+ 3[F(x,) +F(x5)]+2f (x5)}
=0.3070510
Error global [njs
= nrg)=— 18 grg)

nf
ETg(g) (6)(8)=9.7*10°°

Error real =|.3070924 - .3070510| =4.1...x 10

Integracion de Romberg

- Se obtiene una estimacién del valor de una integral definida con
base en dos 0 mas aplicaciones de una formula como la de los
Trapecios (o Simpson), empleando diferentes tamafos de intervalo.

- La estimacién es mejorada al combinarse con el proceso de
extrapolacion de Richardson.

Si se aplica la regla de los Trapecios sucesivamente para tamafnos
de intervalo hy:

—h_ — o0 s .
h =b-a (m, =2" sub - intervalos), Requiere conocer la

h, = h _ b-a (m, = 2' sub - intervalos), funcién o disponer de
2 2 n=m,+1=(2%"1 +1)

h, = % = b2—2a (m, = 2% sub - intervalos), -, puntos

h, = % = % (m, =2""sub - intervalos)
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Foérmula recursiva de Romberg para trapecios

ff(x Jox ﬁk {f(a )+ f(b)+ 22§f1f(a +ih, )ﬂ

Ria

Regla compuesta Trapecios

R @f{a) +f(b)] (1 solo trapecio)
=(b-a)/2=h,/2 —a b— a
R,, = 5 [f(a)+f(b)+2f(a+h)] 4 f(a)+f(b)+2f[a+ 5 ]
hW \ ]
1 1 1
2)) =2 {Hm + h1f(a +2 hJ_
(2 trapecios)
Ry, = } (4 trapecios)
R, (21 trapecios)

Ejemplo
Tlxdx = In(3) = 1.0986128...

R, =211, 11_4 43333,
T2 178 3
21:1 £+(3_1)1 :1(7j=7z1.166667
2|3 2| 2(3)7 6
R, - 17 3—1(2 E] 1(1 16) 167 1116667
""2l6 2 \3'5)] 26 15) 260

Las aproximaciones Ry ; van acercandose al valor exacto de
la integral, pero lentamente.

Por medio de la Extrapolacion de Richardson se puede
acelerar la convergencia

Extrapolacion de Richardson

b
[f(x)ax =T(f.h )+ Er(f,h,), E, =O(h)=Ch )

para R,,, con h,,;=h/2

Ryt 2

= 2 2 h
If(X)dX T(f,h.,)+E(f.h.,), E=0(h.)=Ch,, = Cj @

Multiplicando (2) por 4y restandole (1) se elimina un término del error
4(R,,, +C k) (R, +Ch2) 3jf(x)dx 4R,., - R,
—_

%,—z

4J’f(x)dx If(x)dx

4Rk 17 Rk 11 4'J;‘]Ri,j—1 - Ri—‘I,j—1

Engeneral R, ;= =
’ 4" 1

b
p—
.£f

Para cada i=1,2,...,ny j=2,...,i, Con error asociado O(h)

P El resultado mejora en el sentido de
. las flechas
Ry = Ry Los R, ; coinciden con los resultados
2 d de i trapecios, los R, ,coinciden con
R, — Ry, — Ry, los resultados de Slmpson 1/3, los
1 1 1 R, ; coinciden con los resultados de
N Boole (integracion a partir de 4 puntos)
d 2 d
n1 - Rn2 - Rn,a - - Rn,n

4(1) _4
_4R-Ry_ \8) 3 _ g ~1.11111  El procedimiento

termina cuando, dada
{QJ 7 una tolerancia € > 0, se
_4R,,-R,, _60) 6 _198 > Y

3 3 =180 =11 satisface |Ry ; ,—Fi 4l <€

: (@)_m
g 4R, —Ry, _ (180) 9 _1584-100 _. (oooco
83 4% 1 15 1350 ‘
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Integracion adaptativa Gréfico generado por

° o & °
,, . integracion adaptativa
[f(x)dx = S(f.h) + E/(f.h,). E, =O(hf)=Cht (1)
i - Bu=h/2 quad('humps',0,1,1.e-4,1)
J#(x)ax=S(E R )+ E(fh L), £ =O(h.')=Ch,=C > ) e —

Multiplicando (2) por 16 y restandole (1) se elimina un término del error

4 b
16(Ryyq + chicy _ (R +Ch}) = 15J' f(x)dx = 16Ry,1 — Ry
16 —
- 2

Ry A 2 al
b 16R,, - R of
[fondx = ===

a il

Se aplica el ajuste sélo en los intervalos donde no se obtiene la
aproximacioén requerida

Comandos Matlab

T = trapz(y): Calcula la integral por la regla de los trapecios, y es un
vector y T es la integral con un intervalo unitario .. el resultado
final sera T*h.

T = cumtrapz(y): Igual que trapz, pero devuelve los valores
acumulados de los trapecios, T=[t;,t;+ty, t;+t+ts, ...].

Q = quad( ‘F’,a,b,tol,graf ): Calcula la integral de ‘F’ entre a y b por
integracién adaptativa, F debe estar definida como funcién y la
expresion debe utilizar operadores vectoriales (.*, .», . /), si
graf es distinto de 0 grafica los puntos que va utilizando para
aproximar la integral.
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